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Zusammenhingender Raum

In der mathematischen Topologie gibt es verschiedene Begriffe, die die
Art und Weise des Zusammenhangs eines topologischen Raumes
beschreiben. Im Allgemeinen heiflit ein topologischer Raum X
zusammenhdngend, falls es nicht moglich ist, ihn in zwei disjunkte,
nichtleere, offene Teilmengen aufzuteilen. Ein Teilraum eines

topologischen Raumes heiit zusammenhidngend, wenn er unter der

induzierten Topologie zusammenhéngend ist.

Eine maximale zusammenhingende Teilmenge eines topologischen O

Raumes heillit Zusammenhangskomponente. O

Zusammenhéngende und nicht
zusammenhingende Unterrdume von R?: A ist
einfach zusammenhéngend, B (das gesamte
Blaue) sowie die Komplemente von A und B sind
es nicht.

Formale Definition

Fiir einen topologischen Raum ( X, (’)) sind folgende Aussagen dquivalent:
1. X ist zusammenhingend.
2. X kann nicht in zwei disjunkte nichtleere offene Mengen zerlegt werden:
V01,0, € O,0, 0,02 #0: 01 N0 =0 =0, U0, # X

3. X kann nicht in zwei disjunkte nichtleere abgeschlossene Mengen zerlegt werden:

VO, 05 € ©,0, £ 0,05 £ 0 : (X\ODN(X\O3) = 0 = (X\O)U(X\O2) £ X
X und () sind die beiden einzigen Mengen, die zugleich offen und abgeschlossen sind.
Die einzigen Mengen mit leerem Rand sind X und (j .
X kann nicht als Vereinigung zweier nichtleerer getrennter Mengen geschrieben werden.

Jede stetige Abbildung von X in einen diskreten topologischen Raum ist konstant.

e A U

Jede lokal konstante Funktion ist konstant.

Eine Teilmenge eines topologischen Raumes nennt man zusammenhingend, wenn sie in der Teilraumtopologie

zusammenhdngend ist; siehe im Beispiel:
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Beispiel

Sei X :=[0,1[U[3,4] C R. In Worten ist X also die disjunkte Vereinigung von zwei Intervallen. Diese
Menge ist wie iiblich mit der von [R induzierten Topologie (Teilraumtopologie, Spurtopologie) versehen. Dies
bedeutet, dass die in X offenen Mengen gerade die Mengen von der Form { M X sind, wobei }/eine in R offene
Menge ist. Eine Menge ist also genau dann in X offen, wenn sie sich als Schnitt einer in R offenen Menge mit X
schreiben lésst.

Das Intervall V; := ]—1, Z[ist in R offen. Also ist der Schnitt von Vimit X in X offen. Dies ergibt gerade
[0, 1[. Also ist die Menge [Q, 1[in X offen, obwohl [0, 1[natiirlich nicht in R offen ist.

Ebenso ist das Intervall V5 := ]2, 5[in R offen. Also ist der Schnitt von Vmit unserem Raum X in X offen.
Dieser Schnitt ist nun gerade die Menge [3, 4. Also ist [3, 4[eine offene Teilmenge des Raumes X .

Damit kann man den Raum X als disjunkte Vereinigung von zwei in X offenen Teilmengen schreiben, die beide

nicht leer sind. Also ist X nicht zusammenhéngend.

Dies lasst sich alternativ auch folgendermaflen sehen: Das Intervall [O, 2] ist in JR abgeschlossen. Also ist
[0,2] N X in X abgeschlossen. Dieser Schnitt ist die Menge [0, 1[, also ist [0, 1[in X abgeschlossen, obwohl
[0, 1[nicht in [R abgeschlossen ist.

Da wie oben erldutert [0, 1[in X auch offen ist, existiert mit [0, 1[eine Teilmenge von X , die gleichzeitig
sowohl offen als auch abgeschlossen (in X) ist, aber nicht leer ist und auch nicht ganz X . Also kann X nicht

zusammenhingend sein.

Globale Zusammenhangsbegriffe

Die folgenden Begriffe beziehen sich immer auf den ganzen Raum, sind also globale Eigenschaften:

Total unzusammenhingend

Ein Raum ist fotal unzusammenhdngend, falls er keine zusammenhingende Teilmenge mit mehr als einem Punkt
besitzt, wenn also alle Zusammenhangskomponenten einpunktig sind. Jeder diskrete topologische Raum ist total
unzusammenhingend. In diesem Fall sind die (einpunktigen) Zusammenhangskomponenten offen. Ein Beispiel fiir
einen nicht diskreten total unzusammenhingenden Raum ist die Menge der rationalen Zahlen (Q mit der von R

induzierten Topologie.

Wegzusammenhiingend

Ein topologischer Raum X ist wegzusammenhdngend (oder
pfad-zusammenhingend oder kurvenweise zusammenhingend), falls
es fiir jedes Paar von Punkten z, Y aus X einen Weg Pvon I
nach Ygibt, dh. eine stetige Abbildung p: [0,1] — X mit
p(0) = zund p(1) = y.

Wegzusammenhidngende Ridume sind immer zusammenhingend.
Etwas iiberraschend ist auf den ersten Blick jedoch vielleicht, dass es
Riume gibt, die zusammenhingend, aber nicht wegzusammenhingend Dieser Unterraum von R ist

sind. Ein Beispiel ist die Vereinigung des Graphen von wegzusammenhingend, da je zwei seiner Punkte

durch einen Weg verbunden sind.
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Dieser Unterraum von R? ist zwar
zusammenhéngend, doch nicht

wegzusammenhidngend.

(0,00) = R, =z sin(l/z)
mit einem Abschnitt der ¥ -Achse zwischen —1 und 1. Da in jeder Umgebung der Null auch ein Stiick des Graphen
liegt, kann man die ¥ -Achse nicht vom Graphen als eine offene Teilmenge abtrennen; die Menge ist also
zusammenhingend. Andererseits gibt es keinen Weg von einem Punkt auf dem Graphen zu einem Punkt auf der Y

-Achse, also ist diese Vereinigung nicht wegzusammenhingend.

Einfach zusammenhiingend

Ein Raum ist einfach zusammenhdngend, falls er
wegzusammenhéngend ist und sich jeder geschlossene Weg auf einen
Punkt zusammenziehen Idsst, d.h. nullhomotop ist. Die zweite

Bedingung ist dazu dquivalent, dass die Fundamentalgruppe trivial ist.

So sind in der nebenstehenden Abbildung sowohl der pinkfarbene
Raum C als auch sein weiles Komplement ,einfach
zusammenhingend®, ersterer allerdings erst dadurch, dass eine
Trennlinie die Umrundung des weill gezeichneten Komplements
verhindert. Im unteren Teilbild dagegen sind weder der orangefarbene

Raum D noch seine vier weill gezeichneten Komplemente ,einfach

zusammenhingend“ - interpretiert man D als Darstellung der

Topologie einer ,Kugel mit vier Henkeln®, wiren die Komplemente die Zusammenhingende und nicht

vier ,Locher” der Henkelkugel. zusammenhingende Unterrdume von R?: C und
sein Komplement sind einfach

Im Unterschied zu 2-dimensionalen Riumen, die, sobald sie einen oder zusammenhingend, D und sein Komplement

mehrere nicht zu dem Raum gehorende Punkte (,Locher”) enthalten, dagegen nicht.

dadurch auch nicht mehr ,einfach zusammenhingend® sind, gilt dies

fiir 3-dimensionale Rdume zunichst einmal nicht: Ein Raum mit der Topologie eines (ganzen) Schweizer Kises etwa
bleibt dennoch (und unabhingig von der Zahl der Locher in seinem Inneren) ,einfach zusammenhingend®, weil jeder
geschlossene Weg in einem solchen Raum sich unter Umgehung der Locher zu einem Punkt zusammenziehen lisst.
Wird der Raum dagegen von einer Kurve, z.B. einer Geraden, komplett durchquert, deren Punkte allesamt nicht zu
dem Raum gehoren, entsteht die Situation des Volltorus: Ein sich zufdllig um die Gerade schlieBender Weg kann

damit nicht mehr auf einen einzelnen Punkt zusammengezogen werden.
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n-zusammenhéngend
Ist meine nichtnegative ganze Zahl, so heifit ein topologischer Raum X 1 -zusammenhingend, falls alle
Homotopiegruppen 7t k(X )fi‘lr 0 < k < ntrivial sind. "0O-zusammenhingend" ist also ein Synonym fiir

"wegzusammenhingend", und "1-zusammenhingend" bedeutet dasselbe wie "einfach zusammenhédngend" im oben

definierten Sinne.

Zusammenziehbar

Ein Raum X ist zusammenziehbar, falls er homotopiedquivalent zu einem Punkt ist, d.h. die Identitét auf X homotop
zu einer konstanten Abbildung ist. Zusammenziehbare Ridume haben daher aus topologischer Sicht &hnliche
Eigenschaften wie ein Punkt, insbesondere sind sie immer einfach zusammenhdngend. Aber die Umkehrung gilt
nicht: n-Sphiren mit festem Radius sind nicht zusammenziehbar, obwohl sie fiir n > 2einfach

zusammenhéngend sind.

Lokale Zusammenhangsbegriffe

Die folgenden Begriffe sind lokale Eigenschaften, sie machen also

Aussagen iiber das Verhalten in Umgebungen von Punkten:

Lokal zusammenhingend

Ein Raum ist lokal zusammenhdingend, falls es zu jeder Umgebung

eines Punktes eine zusammenhingende kleinere Umgebung dieses

Punktes gibt. Jeder Punkt besitzt dann eine Umgebungsbasis aus

zusammenhdngenden Mengen.

—

Kamm: zusammenhingend aber nicht lokal

zusammenhéngend

Ein lokal zusammenhédngender Raum kann durchaus aus mehreren Zusammenhangskomponenten bestehen. Aber
auch ein zusammenhingender Raum muss nicht unbedingt lokal zusammenhéngend sein: Der ,Kamm®, bestehend
aus der Vereinigung der Intervalle {0} x [0,1], [0,1] x {0} und [0,1] x {1/n} . ist zusammenhingend,

doch jede geniigend kleine Umgebung des Punktes (1, O) enthélt unendlich viele nicht zusammenhingende

Intervalle.

Lokal wegzusammenhéingend

Ein Raum ist lokal wegzusammenhdngend, falls jeder Punkt eine lokale
Umgebungsbasis bestehend aus wegzusammenhingenden Mengen
besitzt. Ein lokal wegzusammenhingender Raum ist

wegzusammenhédngend genau dann, wenn er zusammenhingend ist.

Das oben gegebene Beispiel mit dem Graphen von sin(1/x) und der
Buch: wegzusammenhingend, aber nicht lokal

y-Achse ist daher nicht lokal wegzusammenhéngend. Weiterhin ist das ;
wegzusammenhéngend

'‘Buch' wegzusammenhéngend, aber nicht lokal wegzusammenhéngend
fiir alle Punkte auf der Mittelsenkrechten mit Ausnahme des Schnittpunktes aller Geradenstiicke.
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Lokal einfach zusammenhéingend

Ein Raum ist lokal einfach zusammenhdngend, wenn jede Umgebung
eines Punktes eine evtl. kleinere, einfach zusammenhingende
Umgebung enthilt.

Mannigfaltigkeiten sind lokal einfach zusammenhzngend.

Ein Beispiel fiir einen nicht lokal einfach zusammenhéngenden Raum
sind die ,Hawaiischen Ohrringe“: Die Vereinigung von Kreisen mit
Radien 1/n als Teilmenge des JR2, so dass sich alle Kreise in einem

Punkt berithren. Dann enthélt jede Umgebung um den Beriihrpunkt

einen geschlossenen Kreis, und ist daher nicht einfach

Zusammenhﬁngend- Hawaiische Ohrringe: nicht semilokal einfach
zusammenhingend und auch nicht lokal einfach

zusammenhéngend

Semilokal einfach zusammenhiingend

Ein Raum X ist semilokal einfach zusammenhdngend, falls jeder Punkt eine Umgebung U besitzt, so dass sich jede
Schleife in U in X zusammenziehen lédsst (in U muss sie nicht notwendigerweise zusammenziehbar sein, daher nur

semilokal).

Semilokal einfach zusammenhdngend ist eine schwichere Bedingung als lokal einfach zusammenhdngend: Ein Kegel
tiber den Hawaiischen Ohrringen ist semilokal einfach zusammenhingend, da sich jede Schleife iiber die Kegelspitze
zusammenziehen ldsst. Er ist aber (aus dem gleichen Grund wie die Hawaiischen Ohrringe selbst) nicht lokal einfach
zusammenhingend.
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You may also lend copies, under the same conditions stated above, and you may publicly display copies.

3. COPYING IN QUANTITY

If you publish printed copies (or copies in media that commonly have printed covers) of the Document, numbering more than 100, and the Document's license notice requires Cover Texts, you must enclose the copies in covers that
carry, clearly and legibly, all these Cover Texts: Front-Cover Texts on the front cover, and Back-Cover Texts on the back cover. Both covers must also clearly and legibly identify you as the publisher of these copies. The front cover
must present the full title with all words of the title equally prominent and visible. You may add other material on the covers in addition. Copying with changes limited to the covers, as long as they preserve the title of the Document
and satisfy these conditions, can be treated as verbatim copying in other respects.



http://de.wikipedia.org/w/index.php?title=Wikipedia:Lizenzbestimmungen_Commons_Attribution-ShareAlike_3.0_Unported
http://de.wikipedia.org/wiki/Wikipedia:Lizenzbestimmungen_Commons_Attribution-ShareAlike_3.0_Unported)
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/deed.de
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/deed.de
http://de.wikipedia.org/w/index.php?title=Free_Software_Foundation
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If the required texts for either cover are too voluminous to fit legibly, you should put the first ones listed (as many as fit reasonably) on the actual cover, and continue the rest onto adjacent pages.

If you publish or distribute Opaque copies of the Document numbering more than 100, you must either include a machine-readable Transparent copy along with each Opaque copy, or state in or with each Opaque copy a
computer-network location from which the general network-using public has access to download using public-standard network protocols a complete Transparent copy of the Document, free of added material. If you use the latter
option, you must take reasonably prudent steps, when you begin distribution of Opaque copies in quantity, to ensure that this Transparent copy will remain thus accessible at the stated location until at least one year after the last time
you distribute an Opaque copy (directly or through your agents or retailers) of that edition to the public.

It is requested, but not required, that you contact the authors of the Document well before redistributing any large number of copies, to give them a chance to provide you with an updated version of the Document.

4. MODIFICATIONS

You may copy and distribute a Modified Version of the Document under the conditions of sections 2 and 3 above, provided that you release the Modified Version under precisely this License, with the Modified Version filling the role
of the Document, thus licensing distribution and modification of the Modified Version to whoever possesses a copy of it. In addition, you must do these things in the Modified Version:

. A. Use in the Title Page (and on the covers, if any) a title distinct from that of the Document, and from those of previous versions (which should, if there were any, be listed in the History section of the Document). You may use
the same title as a previous version if the original publisher of that version gives permission.

. B. List on the Title Page, as authors, one or more persons or entities responsible for authorship of the modifications in the Modified Version, together with at least five of the principal authors of the Document (all of its principal

authors, if it has fewer than five), unless they release you from this requirement.

C. State on the Title page the name of the publisher of the Modified Version, as the publisher.

D. Preserve all the copyright notices of the Document.

E. Add an appropriate copyright notice for your modifications adjacent to the other copyright notices.

F. Include, immediately after the copyright notices, a license notice giving the public permission to use the Modified Version under the terms of this License, in the form shown in the Addendum below.

G. Preserve in that license notice the full lists of Invariant Sections and required Cover Texts given in the Document's license notice.

H. Include an unaltered copy of this License.

L. Preserve the section Entitled "History", Preserve its Title, and add to it an item stating at least the title, year, new authors, and publisher of the Modified Version as given on the Title Page. If there is no section Entitled

"History" in the Document, create one stating the title, year, authors, and publisher of the Document as given on its Title Page, then add an item describing the Modified Version as stated in the previous sentence.

. J. Preserve the network location, if any, given in the Document for public access to a Transparent copy of the Document, and likewise the network locations given in the Document for previous versions it was based on. These
may be placed in the "History" section. You may omit a network location for a work that was published at least four years before the Document itself, or if the original publisher of the version it refers to gives permission.

. K. For any section Entitled "Acknowledgements" or "Dedications", Preserve the Title of the section, and preserve in the section all the substance and tone of each of the contributor acknowledgements and/or dedications given
therein.

. L. Preserve all the Invariant Sections of the Document, unaltered in their text and in their titles. Section numbers or the equivalent are not considered part of the section titles.

. M. Delete any section Entitled "Endorsements". Such a section may not be included in the Modified Version.

. N. Do not retitle any existing section to be Entitled "Endorsements” or to conflict in title with any Invariant Section.

« 0. Preserve any Warranty Disclaimers.

If the Modified Version includes new front-matter sections or appendices that qualify as Secondary Sections and contain no material copied from the Document, you may at your option designate some or all of these sections as

invariant. To do this, add their titles to the list of Invariant Sections in the Modified Version's license notice. These titles must be distinct from any other section titles.

You may add a section Entitled "Endorsements”, provided it contains nothing but endorsements of your Modified Version by various parties--for example, statements of peer review or that the text has been approved by an organization

as the authoritative definition of a standard.

You may add a passage of up to five words as a Front-Cover Text, and a passage of up to 25 words as a Back-Cover Text, to the end of the list of Cover Texts in the Modified Version. Only one passage of Front-Cover Text and one of

Back-Cover Text may be added by (or through arrangements made by) any one entity. If the Document already includes a cover text for the same cover, previously added by you or by arrangement made by the same entity you are

acting on behalf of, you may not add another; but you may replace the old one, on explicit permission from the previous publisher that added the old one.

The author(s) and publisher(s) of the Document do not by this License give permission to use their names for publicity for or to assert or imply endorsement of any Modified Version.

5. COMBINING DOCUMENTS

You may combine the Document with other documents released under this License, under the terms defined in section 4 above for modified versions, provided that you include in the combination all of the Invariant Sections of all of
the original documents, unmodified, and list them all as Invariant Sections of your combined work in its license notice, and that you preserve all their Warranty Disclaimers.

The combined work need only contain one copy of this License, and multiple identical Invariant Sections may be replaced with a single copy. If there are multiple Invariant Sections with the same name but different contents, make the
title of each such section unique by adding at the end of it, in parentheses. the name of the original author or publisher of that section if known, or else a unique number. Make the same adjustment to the section titles in the list of
Invariant Sections in the license notice of the combined work.

In the combination, you must combine any sections Entitled "History" in the various original documents, forming one section Entitled "History"; likewise combine any sections Entitled "Acknowledgements", and any sections Entitled
"Dedications”. You must delete all sections Entitled "Endorsements".

6. COLLECTIONS OF DOCUMENTS

You may make a collection consisting of the Document and other documents released under this License, and replace the individual copies of this License in the various documents with a single copy that is included in the collection,
provided that you follow the rules of this License for verbatim copying of each of the documents in all other respects.

You may extract a single document from such a collection, and distribute it individually under this License, provided you insert a copy of this License into the extracted document, and follow this License in all other respects regarding
verbatim copying of that document.

7. AGGREGATION WITH INDEPENDENT WORKS

A compilation of the Document or its derivatives with other separate and independent documents or works, in or on a volume of a storage or distribution medium, is called an "aggregate" if the copyright resulting from the compilation
is not used to limit the legal rights of the compilation's users beyond what the individual works permit. When the Document is included in an aggregate, this License does not apply to the other works in the aggregate which are not
themselves derivative works of the Document.

If the Cover Text requirement of section 3 is applicable to these copies of the Document, then if the Document is less than one half of the entire aggregate, the Document's Cover Texts may be placed on covers that bracket the
Document within the aggregate, or the electronic equivalent of covers if the Document is in electronic form. Otherwise they must appear on printed covers that bracket the whole aggregate.

8. TRANSLATION
sla onsidered a kind of modification, so you may distribute translations of the Document under the terms of section 4. Replacing Invariant Sections with translations requires special permission from their copyright holders,

but you may include translations of some or all Invariant Sections in addition to the original versions of these Invariant Sections. You may include a translation of this License, and all the license notices in the Document, and any

Warranty Disclaimers, provided that you also include the original English version of this License and the original versions of those notices and disclai . In case of a di between the translation and the original version of

this License or a notice or disclaimer, the original version will prevail.

If a section in the Document is Entitled "Acknowledgements”, "Dedications", or "History", the requirement (section 4) to Preserve its Title (section 1) will typically require changing the actual title.

9. TERMINATION
You may not copy. modify, sublicense, or distribute the Document except as expressly provided for under this License. Any other attempt to copy., modify, sublicense or distribute the Document is void, and will automatically terminate
your rights under this License. However, parties who have received copies, or rights, from you under this License will not have their licenses terminated so long as such parties remain in full compliance.

10. FUTURE REVISIONS OF THIS LICENSE

The Free Software Foundation may publish new, revised versions of the GNU Free Documentation License from time to time. Such new versions will be similar in spirit to the present version, but may differ in detail to address new
problems or concerns. See http://www.gnu.org/copyleft/.

Each version of the License is given a distinguishing version number. If the Document specifies that a particular numbered version of this License "or any later version" applies to it, you have the option of following the terms and
conditions either of that specified version or of any later version that has been published (not as a draft) by the Free Software Foundation. If the Document does not specify a version number of this License, you may choose any version
ever published (not as a draft) by the Free Software Foundation.

ADDENDUM: How to use this License for your documents

To use this License in a document you have written, include a copy of the License in the document and put the following copyright and license notices just after the title page:
Copyright (¢) YEAR YOUR NAME.
Permission is granted to copy, distribute and/or modify this document

under the terms of the GNU Free Documentation License, Version 1.2

or any later version published by the Free Software Foundation;

with no Invariant Sections, no Front-Cover Texts, and no Back-Cover Texts.
A copy of the license is included in the section entitled

"GNU Free Documentation License".
If you have Invariant Sections, Front-Cover Texts and Back-Cover Texts, replace the "with...Texts." line with this:

with the Invariant Sections being LIST THEIR TITLES, with the

Front-Cover Texts being LIST, and with the Back-Cover Texts being LIST.
If you have Invariant Sections without Cover Texts, or some other combination of the three, merge those two alternatives to suit the situation.
If your document contains nontrivial examples of program code, we 1 releasing these in parallel under your choice of free software license, such as the GNU General Public License, to permit their use in free
software.



http://www.gnu.org/copyleft/.
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